Matrices y determinantes

Matrices

Una matriz es un conjunto de numero colocados en lineas horizontales y vericales.
Las lineas horizontales se llaman filas (m)
- Matriz de dimension m x n
Las lineas veritacales se llaman columnas (n)
Al referirnos a los elementos de una matriz nombramos primero la fila que ocupan y después la
columna: a; :elemento de la fila iy la columna j.

Una matriz con una dnica fila o una tnica columna es un vector.

Si el nimero de filas y de columnas coinciden decimos que tenemos una matriz cuadrada —
matriz de orden n.

En matrices cuadradas llamamos diagonal principal a los elementos a;; (los dos indices son

iguales). La otra diagonal es secundaria.

Una matriz en la que los elementos por debajo de la diagonal principal son 0, es una matriz
triangular superior.

Una matriz en la que los elementos por encima de la diagonal principal son 0, es una matriz
triangular inferior.

Una matriz en la que los elementos por encima y por debajo de la diagonal principal son 0, es una
matriz diagonal.

A=B sitienen las mismas dimensiones mxn y a;=b;Vi,]

Operaciones con matrices:
Suma:

Dadas dos matrices A=(aij) y BZ(bij) con las mismas dimensiones m X n, su suma es una

nueva matriz C=(c;) de dimensién m x n en la que cada elemento es €;=a,+bij

Propiedades:
(1) (A+B)+C=A+(B+C) (asociativa)
(2) A+B=B+A (conmutativa)
(3) A+0=A=0,=0V1i,j (elemento neutro)

(4) A+B=0=Db;=—a; (elemento opuesto)
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Producto de un nimero por una matriz:
Sean A=(a,)eM_  y a€R = aA=(ca,)

Propiedades:

(1) o(A+B)=aA+aB (distributiva respecto de la suma de matrices)
(2) (a+p)A=aA+pA (distributiva respecto de la suma de niimeros reales)
(3) (ap)A=a(pA) (asociativa respecto del preoducto de niimeros reales)

(4 aoaA=A = oa=1 (elemento unidad)

Producto de matrices:

Sean A=(a )eM_ =y B=(b,JeM la matriz producto C=A-BEM_ . es tal que

pxn

P
Ci;= Z a;,-by;
k=1

El nimero de columnas de la matriz A tiene que ser igual al niimero de filas de la matriz B.

En la matriz resultado, C, el nimero de filas es igual al nimero de filas de A y el nimero de
columnas es igual al nimero de columnas de B.

Propiedades:
(1) A-B#B-A (mo conmutativa)

A:(aij)mxn
2) A«(B-C)=(A-B)-C  {B=(by)ux »D=(dy), (asociativa)
C=(cy)

pxq

( aij )m Xn
(b jk)n «xp  (distributiva)

( cjk )n Xp

A
(3) A (B+C)=A-B+A.C (B
C

_(: \—|1,81 1=]
(4) Sélo existe elemento unidad si la matriz es cuadrada: I_(lij) = .. J
0,81 1#])
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Matriz traspuesta:
Sea A=(a,)eM

filas por columnas)

. t t . .
su matriz traspuestaes  A'€M =~ talque a;=a; (seintercambian

mxn m

Una matriz es simétricasi A'=A .
Propiedades:

(1) (A-B)'=B"-A"

2 (AY)'=A

(3) (A-B)=A".B'

Determinantes
El determinante de una matriz cuadrada es un numero que depende de los elementos que la
forman.
A=|"n el g det(A)=|Al=a,,a,,—a,,a,
I a21 a22
a, a, a

13

A= 891 Ay Agg| T det(A):|A|:

dg; Az Adgg

:a11a22a33+ aZla32al3+ a12a23a31_313a22aSl_a12 a21 3.33—3233.32311

Propiedades:

D) |A[=|AY
(2) Si todos los elementos de una fila (o columna) son nulos, el determinante de dicha matriz es
cero.
all 0 a13
a21 0 a23 :O
ag 0 ag
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(3) Si se intercambian dos filas (o columnas) en una matriz, el determinante es el opuesto del
determiante de la matriz inicial.

a, 8y, Ay
11 a13:_|1A|

dg; Qdy3 Asg

21 22

a a

12

(4) El determinante de una matriz con dos filas (o columnas) iguales es nulo.

a,;, a;, a;

a..[=0

23

11 13

a a

21 23

A3, QAgz Agg

(5) Si multiplicamos una fila (o columna) por un nimero, el determinante queda multiplicado
por ese numero.

a,, ha, a;
21 7‘322 Qg3 _)‘|A|

a3 Ahay ag

11
a

(6) El determinante de una matriz con dos filas (o columnas) proporcionales es nulo.

a,, ha, a

11 13

g1 7‘323 Qg3 =0

8z Ahaz ag

(7)

all a12+b12 a13 all 8'12 a13 all b12 a13

= +
21 a22+b22 a23 a21 a22 a23 a21 b22 a23

Ay, Agptbgy gl (A Az ag| |ag by ag

(8) Si a una fila (o columna) le sumamos una fila (o columna) multiplicada por un nimero, el
determinante no varia.

a,, a12+7\a13 ag,l |a a a a; kaw a

a22+7‘az3 Qg5 "|Ay; A

11 12 13

+
a23 a21 }\,323 a

13

a

21 22

Qg AgtAh @y Qg (A3 Qg Agg| A3 AAgy Az |83 Az Ag
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(9) Si una fila (o columna) es combinacion lineal de otras filas (o columnas), el determinante es

cero.

a a a12 a13 a11 a 12

g1 Ay Ay —| Ay Qg Ay [f] @y Ay Ay =0
haj+ua, Aajtua,, Aajgtuay,l (ha; ha;, Aagl jua, Ua, Uay

Menor complementario y adjunto de un elemento
Si en una matriz cuadrada de orden n eliminamos la fila p y la columna q, obtenemos una matriz de

orden n-1 cuyo determinanate se llama menor complementario del elemento 2,

all a12 a13 a a
— |11 13 .
Ay Ay Agg| = Ogp= : menor complementario del elemento  as,
a, a,
a, a, a 2

31 32 33

Adjunto del elemento a_, : qu=(—1)p+q oy

Propiedades:
(10) El determinante de una matriz es igual a la suma de los producto de los elementos de una
fila (o columna) por sus adjuntos respectivos

a a a

11 12 13

(=813  Aqgtagg- Aptag Ay,

a a

21 22 23

Ag; dgp Qdgg
(11) Los elementos de una fila (o columna) por los adjuntos de otra es cero.
py Aty Aytay, Ay=0

(12)  |A-B|=|A|-|B|

Rango de una matriz

Una matriz tiene rango h si existe un menor no nulo de orden h y todos los menores de orden h+1

son nulos.

El rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo que se puede obtener de dicha matriz.
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El rango de una matriz A es igual al rango de la matriz obtenida afiadiendo una fila (o columna) que
sea combinacion lineal de las filas (o columnas) de A.

Propiedades:

(1) Si intercambiamos entre si dos filas (0 columnas) de una matriz, la nueva matriz tiene el
mismo rango que la matriz inicial.

(2) Si una matriz tiene una fila (o columna) en la que todos sus elementos son nulos, el rango de
dicha matriz es el mismo que el de la matriz obtenida al suprimir esa fila(o columna).

(3) Si en una matriz se suprime una fila (o columna) que es combinacién lineal de las demas, el
rango de la nueva matriz obtenida es el mismo que el de la inicial.

Matriz inversa:

Una matriz cuadrada A tiene inversa si existe una matriz A~ del mismo orden que A tal que
AAT=ATA=I
Si JA ' Aesregular.

Si AA'= Aessingular.

[Atiene inversa < |A|¢O]

Propiedades:
(1) 3(AB)'e3A 'y IB '5(AB)'=B A"
(A% =(a)

() Si x;«éo:(xA)*l:%A*l

3) (A7) '=A

(4) Si existe, la matriz inversa es unica.

Podemos obtener la matriz inversa aplicando el método de Gauss:
{A| I} mediante operaciones filas buscamos obtener {I| Afl]

Las operaciones filas que podemos hacer son:

¢ se intercambian filas
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* auna fila se le suma un multiplo de otra
* una fila se multiplica por un nimero #0

De esta forma, mediante operaciones filas, buscaremos primero obtener una matriz triangular
superior y después una matriz diagonal.

También podemos obtener la matriz inversa mediante la matriz adjunta: A~ =——(Adj(A))"

“lal
Pasos para hallar A" :

AlI=0 = AA™

1. Calcular el determinante de A:
|A|]#20 = ir a paso 2

2. Calcular la matriz adjunta de A: Adj(A)

3. Calcular la traspuesta de Adj(A)

1 .
4. Calcular |T&|(AdJ (A>)t

Resolucion de ecuaciones matriciales:
1) AX=B

AAX=A'"B = X=A'"B
2) XA=B

XAA'=BA"' = X=B.A"
3) AX+C=B

AX=B-C

A" AX=A".(B-C) = X=A"'.(B-C)
4) XA+C=B

XA=B-C

XAA'=(B-C)A"' = X=(B-C)-A™!
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